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MODELO TOPOGRAFICO DIGITAL DE LA ISLA DE TENERIFE
Resumen.
Como complemento al proceso de reducción de datos gravlmétricos se
ha elaborado un modelo topográfíco digital de la Isla de Tenerife
mediante predicción minimos cuadrados partiendo de la función covarianza
de las altitudes. Detallamos aqui el proceso seguido, indicamos criterios
sobre optimización del método y presentamos gráficamente dicho modelo. El
modelo se ha utilizado en el cálculo de la corrección topográflca de
medidas gravimétricas en la zona de la Caldera del Teide.
1. Introducción.
Para estudios y cálculos que involucren la sit uac t ón de puntos en el
terreno ó bien se apliquen en algún modo propiedades morfológicas del
relieve, resulta muy valioso disponer de un modelo (numérico ó analitico) de
la.superficie topográfica. Dicho modelo permite, mediante el desarrollo de .«
Ios-cor-r-espcndrent.eemétodos de aplicación (programas de cálculo) ut í Lí zar-de
forma automatizada, precisa y rápida datos generales sobre la conformación
del relieve.
En general la formación de un modelo topográfico consta de dos fases: la
obtenci9n de una adecuada cantidad de datos del relieve (digitalizaclón) y el
establecimiento de un método de interpolación/extrapolación/fll trado que nos
permita obtener una superficie aproximadora para el conjunto discreto de
datos anteriores.
Según la aplicación a la que el modelo topográfico se destine, este ha de
reflejar con Dlayor o menor meticulosidad las irregularidades del r-e í reve,
Ello se obt-endráel í g tendo una adecuada.d í g í taIt zac rón de la topografía 't un
adecuado método de interpolación.
El proceso que a continuación Indicamos corresponde ala obtención de un
modelo topográfico de la zona de las Cañadas del Te í de (Tener-If'e), y por
extensión para toda la isla, aplicado en principio con el fin de conocer las
masas superficiales y poder estimar sus efectos gravitatorios. Los programas
de cálculo que permiten la elaboración y utilización del modelo han sido
expresamente desarrollados.
2. Digitalización.
Como datos mas directos del terreno estan las coordenadas de un adecuado
número de puntos. (Podrian establecerse otros da.tos numéricos de descripción
morfológica, pero su utilización sería mas dificultosa). Resulta
evidentemente más sencillo el establecimiento del modelo sobre coordenadas
planas (por ejemplo UTM ) que sobre coordenadas curvilineas (geodésicas).
Estas coordenadas dato pueden obtenerse por Geodesia, Topografia clasica,
restitución fotogramétrica, etc. Puede acudirse tambien a un banco de datos
geográficos ya existente. En nuestras circunstancias ha resultado mas
adecuado proceder a la digltalizaci6n de mapas topográficos (1/50000,
1/25000 ~ 1/200000) de la isla de Tenerife. El método de digitalización ha de
elaborarse de acuerdo con la precisión final que ha de ofrecer el modelo' ~
con el método de interpolación que va a seguirse. En nuestro caso, la
digitalización por isolineas, con adecuado espaclamiento, es el procedimiento
más agil ~ resulta compatible con el método de predicción minimos cuadrados
que va a usarse.
S1 suponemos un mapa "correcto" en su escala, los errores serán
inferiores a la apreciación visual sobre el papel. Sea l/E la escala del
mapa. Si fijamos en 0.2 mm el error medio cuadratico (e.m. c.) sobre el mapa.
El e.m.c. a Ntamaño real" será:
0.2 vE mm
51 suponemos que el error de "seguimiento" de isolinea con la plumilla de
digitalizaci6n es de 0.4 mm, el error resultante en planimetria será:
ITxy mm
Si adoptamos las coordenadas planimélricas como correctas ~ enfocamos el
anterior error hacia la altimetria, el error m.c. ITr resultante en altimetria
vendrá claramente determinado por el grado de inclinación o rugosidad
presente en el relieve.
En la figura es:
IT xy IT = IT tg ar xy
~ 1. Error ~ pendienle.
El espaciamiento con que han de tomarse los puntos de d lg í t.al í zac i ón
sobre el mapa depende directamente de la "rugosidad" del relieve , ó mejor de
la del modelo a obtener. Dicha "rugosidad" viene aqui caracterizada por la
función covarianza C(dl de las altltudes s ("señal" del modelo) en función de
las distancias d entre los puntos. Dicha función puede estimarse a partir de
los datos 'de observación 1 en puntos discretos (eliminados previamente los
sistematismos mediante un ajuste polinómico).
Es evidente que en el terreno podemos dist inguir varios niveles de
rugosidad, que corresponden a varias "longitudes de onda" (A) y que podrían
dar lugar a varios niveles de función covarianza: par-t í cu las de tierra y
p1edras (Aa mm l, irregularidades de las masas pétreas (Aa m l, formaciones
locales más extensas (Alií 100 m). colinas y valles (A; km ). cordilleras y
estructuras tect6nicas, etc. A cada uno de estos niveles de rugosidad
corresponde una amplitud de desnivel creciente.
Según la aplicación que deba tener el modelo (señal s l, este debe
reflejar el relieve a partir de un cierto nivel de rugosidad, de modo que las
irregularidades de orden inferior presentes en los datos geográficos
discretos 1 pasen a tener caracter de "ruido" (r-) aleatorio que ha de ser
filtrado para obtener el modelo:
1 p + s + r
p es la parte sistemática, ajustable de forma polinómica en general.
Aqui r comprender la, además de las rugosidades de orden inferior, los
errores de medida ya indicados. La varianza a priori del ruido. ~ • vendrá
determinada aquí por el valor máximo entre el resultante de los errores
estimados en la medida de los datos geográficos y el valor correspomdiente al
orden del desnivel medio cuadr-at í co presente en las r-ugos í dades de orden
inferior. De este modo la matriz covarianza del ruido incorrelado debe ser :
C 0-2 I
r r o
(1 matriz unidad).
Las varianzas a pr-í or-t 0-:;. ~ de los datos (el iminando la parte
sistemática) y de la señal se obtienen del estudio de la función covarianza
(Mussio. 1984).
3. FORMACIÓN DEL MODELO.
Debemos señalar que para utilizar como método de interpolaci6n/filtrado
el dado por las f6rmulas del método general de colocaci6n (predicci6n minimos
cuadrados) es necesario que los datos no contengan sistemalismos. Por ello es
conveniente proceder a una determinación y eliminación de efectos
sistemáticos.
La forma más sencilla de proceder para eliminar los sistematismos es
ajustar una función polln6mica a los datos de observación (Mussio.1987).
Ajustaremos una funci6n polinómica de grado g mediante la resoluci6n mínimos
cuadrados del sistema:
9 9
1 L L k 1
1
c X YI + VI kl I I
k=O 1=0
k+l:S 9 (1)
i = 1. .... m
en inc6gitas los coeficientes Ckl de la función polinómica. Para cada punto
PI(XI.YI) con observaciones 11 (altitud digitalizada) tenemos una ecuación.
i=l •...• m. con un residual VI'
En el caso de modelos topográficos la aplicación de este ajuste previo es
recomendable en el caso de una elevación. una í nc I í nac í ón , una concavidad.
una convexidad. etc. generales del terreno.
1 p + v
Los residuales v del ajuste son de media cero y var í anza 0-; Sobre
estos plantearemos la predicción mínímos cuadrados. Dichos r-es í dual es VI
contendrán en primer lugar una parte a leat or-La , ruido r , de varianza o-~ y
covarianzas nulas. Este ruido estará formado por los errores de observación y
por aquellas oscilaciones presentes en la observaci6n que poseen "longitud de
onda" menor que la separación entre los puntos PI de observación. (El
espaciamiento en la toma de datos determina que componentes en el fen6meno
observado pasan a tener caracter de ruido y cuales no).
Los residuales VI contendrán tambien una parte s • señal. al~atoria en su
conjunto pero con covarianzas no nulas, que representa una oscilación
registrable del campo:
v s + r
La señal s • calculada para el ar-ea de estudio, sumada a la expresión
polinómica p~evia constituyen el modelo ajustado del campo.
La identificación y dete~minación de la señal en los datos VI se ~ealiza
a tr-avés de la covar í anza e (matr í z de var-Lanzas covar-íanzas J de dichas
señale~. Supond~emos que la cova~ianza ent~e las señales en dos puntos, P,Q,
es funci6n de la distancia ent~e dichos puntos: las señales en puntos
pr-óxí mos pr-esentan va lor-es más afines mt entr-as que las señales en puntos
alejados no tienen ~elaci6n, dando cova~ianza nula.
C(d)
C C (d )
d~----~~r--------
d dist (P,Q)
Figu~a 2. Funci6n cova~ianza.
En gener-aL, par-auna "señal" s , la función covar í anza C viene definida
por-:
C C (P,Q) '" E ( s(P), s(Q) )
liS
donde s(P),s(Q) son los valo~es de la señal en dos puntos gené~icos P y Q , Y
E es el ope~ado~ espe~anza matemática. La función C es definida positiva y en
gene~al se la supone isót~opa , es deci~, que sólo depende de la distancia d
ent r-elos puntos Css '" Ct d) .
Conocida la función covar ianza C(d), la var-t anza de s se establece por-
continuidad en la fo~ma:
(i C (O) .
s
La función covar-Lanza de las señales s puede est í mar-se a par-t í r- de los
p~opios datos VI conocidos en puntos disc~etos. P~a ello ag~upamos estos VI
po~ pa~es en función de la distancia ent~e sus puntos. Dividimos el inte~valo
total de distancias en va~ios subinte~valos (suficientemente ~ep~esentados).
Pa~a cada'distancia d, ó mejo~, subinte~valo de distancias en to~no a d , el
valo~ de la función cova~ianza se calcula mediante (Ba~zagui y Sanso, 1983):
C Ld ) = 1N
d
L
I
L
J
v V
I J
siendo vl,vJ datos en puntos Pl'Pj separ-ados una distancia d mas menos el
~adio de los subinte~valos. Nd es el núme~o de pa~es p~a la distancia d.
Los vat or-es de covar t anza no nula deben at r-tbutr-se a la señal, míentr-as
que los valo~es co~~espondientes a d=O va~ianzas, se~án suma de las
v~lanzas de la señal y del ~uido.
La estimación de la función covar-Lanza par-a las señales se r-ea í í za
ajustando una función analítica tipo a la nube de puntos antes obtenída. En
Mussio (1984) se r-ecogen los tipos de funciones más habituales.
En gener-a}:
2
IT
o
2 2
IT + IT
s r
Conocida la función covar-tanza Ctd) par-a la señal s aplicando las
fó~mulas gene~ales del método de colocaci6n (Mo~itz, 1980) en su caso
~tlcul~ de p~edlcción/filt~ado sin pa~ámet~os de ajuste y con e~~o~es de
obsepvación (puido) tenemos:
valop estimado de la señal s en un punto P:
s
P
C C
lP 2P
C
mi' [
C + a-2
11 r
C
21
C
12
C + a-2
22 r
C
11I1
C
••2
(2)
siendo vI los m datos (pesiduales) en los puntos ~ , i=l,..,m y:
e
I j
C
s(P) ) = e ( dist (PI'P) )
s(P ) ) = e ( dist (P ,P )
j I j
eIP e
Si llamamos z al vectop columna de señales estimada~ en puntos
difepentes a los dato (ppedicci6n) papa distinguiplo del vectop s de señales
estimadas en los ppopios puntos dato (filtpado), exppesamos:
z = C C + e )-1 V prcdlcclon
;¡;s ss rr
Z = e C + C )-1 V filtrado
ss ss rr
Las matr-íces C son las de covar í anza. POP ejemplo, matplz
covapianza del puido. v es el vectop columna de datos. Estos valopes s , z
sumados a los obtenidos poP el ajuste polin6mico ppevio constituyen el modelo
final. Papa cada punto P, la aplicaci6n de las f'ór-mu í as (2), Junto con las
(1) de ajuste polinomial pepmlten obtenep los valores ajustados del modelo.
Podemos tambien ca lcular- la pr-ecí s í ón, en f'or-ma de matr-í z de
vapianzas-qovapianzas E de estos valores s,z calculados poP ppediccl6n
minimos cuadpados (Sevilla,1987):
C - C
z'Z zs
C + C ) -1 C
ss rr 5Z
e - e
ss ss
C + C )-1 e
ss rr ss
Los t ér-mí nos de la diagonal principal de E;; y E~~ nos dan las
varianzas de los valopes calculados de la señal en cada punto. Puden asimismo
calcularse los valores estimados de las d í ver-sas magnitudes y la precisión de
dichos valores,
4. Modelo topográfico de Tenerife, Conclusiones.
Siendo nuest r-o objetivo final la aplicación del modelo a la cor-ecc í ón
topográfica de un levantamiento gravlmétrico de la Caldera del Teide, hemos
planteado tr-es niveles de resolución: Basicamente hemos díg í talizado los
mapas 1:50000 de la mayop parte de la isla con un punto cada 400 mts. Para
d í sponer- de la mor-f'o Log í a del conjunto de la isla de Tenerife y Lí t.or-a les
hemos dlgltalizado de forma complementaria y mas somera el mapa 1:200000.
Finalmente hemos aumentado la resolución en el area del Interior de la
Caldera del Telde (zona de estudio gr-av í mét r-Lco ) sobr-e mapas 1:25000 con
espaciamiento aproximado a 150 mts.
Digitalizados los mapas y efectuado un primer ajuste polinómico de grado
4 estimamos la función covarlanza de las altitudes del modelo mediante la
covarlanza de los datos residuales VI'
Sl representamos (flg 3) las estimaciónes empíricas por intervalos de las
funciónes covar-íanza para cada nivel resultan las l1neas de puntos de la
figura. Observamos el aspecto tiplco de función covaríanza. Ajustamos por
funci6nes del tipo normal-parábola:
e (x l = a ( 1 2- C x
2
- b xe
representadas mediante linea continua en la figura. Los coeficientes a.b.c se
determinan por mínimos cuadrados a partir de unos valores iniciales obtenidos
por tanteo. Asi mismo se obtienen los valores de las diversas varianzas.
Co~ocidas las funci6nes covarianza CId) para las altitudes residuales de
cada nivel aplicamos las fórmulas del apéndice para la obtenci6n del modelo.
La precisión resultante en los puntos del modelo es de
e.m.c. (50000) ~ 18 mts e.m.c. (25000) ~ 4 mts e.m.c. (200000) ~ 60 mts
Las figuras 4,5 y 6 muestran en forma de vista perspectiva y de mapa de
lsol1neas para la zona de la Caldera del Teide la superficie polin6mica
aproximadora. la superficie de predicci6n de residuales y el modelo conjunto.
Las figuras 1 y 8 muestran también en vista perspectiva y mapa de isolineas
el modelo de la Isla de Tenerife y el modelo de una zona reducida (3 x 2 km)
procedente del 25000.
El presente trabajo se ha desarrollado en el Instituto de Astronomía y
Geodesia dentro del proyecto de investigación "Estudio y evaluación de
movimientos recientes de la Corteza por métodos microgravimétricos y de
geodesia de precisión. Aplicación a zonas volcánicas en las Islas Canarias"
que flnancla el C.S.l.C.
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